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PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS KESTABILAN MODEL 
PADA PENYEBARAN HIV-AIDS 
Dwi Haryanto, Nilamsari Kusumastuti, Bayu Prihandono 
INTISARI 
Human Immunodificiency Virus (HIV) adalah virus penyebab penyakit Acquired Immunodificiency 
Syndrome (AIDS). Virus ini menyerang sistem kekebalan tubuh manusia, yang menyebabkan tubuh 
manusia yang terinfeksi HIV kehilangan kemampuan untuk melawan penyakit. Proses pembentukan 
model matematika penyebaran HIV-AIDS dimulai dengan mengumpulkan berbagai permasalahan yang 
terkait dengan HIV-AIDS. Diasumsikan populasi manusia dibagi ke dalam tiga sub-populasi, yaitu sub-
populasi susceptible, sub-populasi infected, dan sub-populasi aids cases. Migrasi atau perpindahan 
penduduk diasumsikan tidak mempengaruhi populasi karena populasi ini bersifat tertutup. Dari model 
yang terbentuk diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit      dan titik 
ekuilibrium endemik     . Analisis kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium menghasilkan rasio 
reproduksi dasar     . Dari hasil analisis diperoleh sistem di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik 
ketika rasio reproduksi dasar       Hal ini menunjukkan bahwa tidak ada individu yang terinfeksi HIV 
dan tidak ada individu yang terjangkit penyakit AIDS. Titik ekuilibrium    stabil asimtotik ketika rasio 
reproduksi dasar       Hal ini menunjukkan dalam waktu yang lama tetap ada individu yang terinfeksi 
HIV dan terjangkit penyakit AIDS. 
Kata kunci: Model HIV-AIDS, Kestabilan, Rasio Reproduksi Dasar 
 
PENDAHULUAN 
     Human Immunodificiency Virus (HIV) adalah virus yang menyebabkan penurunan kekebalan tubuh 
pada manusia. HIV ini menyerang sistem kekebalan tubuh, yang menyebabkan tubuh manusia yang 
terinfeksi HIV kehilangan kemampuan untuk melawan penyakit [1]. Ketika pada tubuh seseorang 
terdeteksi HIV maka perlu waktu 5 sampai 10 tahun orang yang positif terinfeksi HIV menjadi 
pengidap penyakit Acquired Immunodificiency Syndrome (AIDS) [2]. Permasalahan terkait HIV dan 
AIDS ini merupakan kasus kesehatan yang serius di dunia. Penyakit HIV-AIDS ini telah menyebar di 
lebih dari 100 negara di dunia. Di Indonesia virus ini pertama kali ditemukan tahun 1987. Sejak tahun 
1987 sampai Desember 2013, HIV sudah tersebar di 348 dari 497 kabupaten/kota di seluruh provinsi 
yang ada Indonesia dengan jumlah manusia terinfeksi HIV sebanyak 127.427 orang dan jumlah 
manusia terserang penyakit AIDS sebanyak 52.348 orang [3]. 
     Pemodelan matematika merupakan bidang matematika yang digunakan untuk merepresentasi dan 
menjelaskan sistem-sistem fisik atau suatu permasalahan ke dalam pernyataan matematika. 
Representasi matematika yang dihasilkan dari proses ini dikenal sebagai model matematika. 
Membentuk, menganalisis, dan penggunaan model matematika dipandang sebagai salah satu aplikasi 
matematika yang dapat merepresentasikan masalah dalam kehidupan ke dalam pernyataan 
matematika. Pemodelan matematika terhadap penyakit HIV-AIDS sudah cukup banyak dilakukan  
oleh  para  peneliti. Salah satu model matematika penyebaran HIV-AIDS yaitu model matematika 
Susceptible (S), Infected (I), dan AIDS Cases (A) [1]. Dalam model     diasumsikan sub-populasi   
akan bertambah karena pengaruh tingkat penularan sub-populasi   terhadap sub-populasi   [1]. Akan 
tetapi, cara penularan virus HIV juga sangat memungkinkan jika penularannya dari individu-individu 
pada sub-populasi   terhadap individu-individu pada sub-populasi    Oleh sebab itu, dalam penelitian 
ini dibangun model tentang penyebaran penyakit HIV-AIDS dengan modifikasi dari model     yaitu 
berupa penambahan tingkat penularan dari individu-individu pada sub-populasi   terhadap individu-
individu pada sub-populasi  . 
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     Berdasarkan uraian tersebut maka tujuan pada  penelitian ini adalah membentuk model matematika 
penyebaran HIV-AIDS dan menganalisis kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium. Pada  penelitian 
ini populasi manusia dikelompokkan dalam tiga sub-populasi yaitu susceptible, infected, dan aids 
cases. Sub-populasi susceptible merupakan sub-populasi yang berisi individu-individu yang rentan 
terinfeksi HIV, sub-populasi infected merupakan sub-populasi yang berisi individu-individu yang 
terinfeksi HIV, sedangkan sub-populasi aids cases merupakan sub-populasi yang berisi individu-
individu yang terjangkit penyakit AIDS.  
     Proses pembentukan model matematika penyebaran HIV-AIDS dimulai dengan mengumpulkan 
permasalahan yang terkait dengan HIV-AIDS. Permasalahan yang terkait dengan HIV-AIDS ini 
digunakan untuk menyusun asumsi dan parameter pada proses pembentukan model penyebaran HIV-
AIDS. Setelah asumsi dan parameter tersebut diperoleh langkah selanjutnya adalah membentuk 
diagram transfer model matematika penyebaran HIV-AIDS. Dari asumsi, parameter, dan diagram 
transfer tersebut kemudian diperoleh model matematika penyebaran HIV-AIDS. Model yang 
diperoleh dalam penelitian ini adalah model dengan bentuk sistem persamaan diferensial nonlinear. 
Selanjutnya, dilakukan linearisasi model matematika penyebaran HIV-AIDS dengan membentuk 
matriks Jacobian dari sistem tersebut. Berdasarkan matriks Jacobian dapat diperoleh rasio reproduksi 
dasar. Rasio reproduksi dasar ini merupakan bilangan yang menunjukkan tingkat dari individu rentan 
yang dapat menderita penyakit yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi [4]. Dari matriks 
Jacobian kemudian ditentukan kriteria kestabilan sistem pada masing-masing titik ekuilibrium. Setelah 
menyelidiki kriteria kestabilan sistem pada setiap titik ekuilibrium, selanjutnya dilakukan simulasi 
model     penyebaran HIV-AIDS. Langkah terakhir adalah memberikan interpretasi model 
matematika penyebaran HIV-AIDS berdasarkan hasil yang diperoleh dari simulasi numerik.  
 
PEMBENTUKAN MODEL MATEMATIKA PENYEBARAN HIV-AIDS  
     Proses penyebaran HIV-AIDS di dalam populasi manusia diawali dengan adanya individu-individu 
rentan yang terinfeksi HIV. Selanjutnya, ketika pada tubuh seseorang terdeteksi HIV maka dalam 
kurun waktu tertentu virus ini akan berkembang menjadi penyakit AIDS. Oleh sebab itu, di dalam 
penelitian ini diasumsikan populasi manusia dikelompokkan dalam tiga sub-populasi, yaitu 
susceptible, infected, dan aids cases  Migrasi atau perpindahan penduduk diasumsikan tidak 
mempengaruhi jumlah populasi manusia     karena populasi ini bersifat tertutup. 
1. Pembentukan persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi susceptible  
    Pembentukan persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi susceptible     dimulai 
dengan memperhatikan laju kelahiran alami    . Diasumsikan setiap kelahiran baru secara otomatis 
masuk pada sub-populasi susceptible karena hingga saat ini belum ditemukan antibodi yang bisa 
memberikan kekebalan terhadap penyakit ini. Setiap individu yang terlahir pasti akan mengalami 
kematian, sehingga sub-populasi susceptible juga mengalami tingkat kematian alami     yang 
mengakibatkan penurunan jumlah individu pada sub-populasi susceptible. Pada suatu waktu, 
penurunan jumlah individu pada sub-populasi susceptible juga dipengaruhi oleh tingkat penularan dari 
proporsi sub-populasi infected  terhadap sub-populasi susceptible     dan tingkat penularan dari 
proporsi sub-populasi            terhadap sub-populasi susceptible    . Berdasarkan uraian tersebut, 
diperoleh persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi susceptible, yaitu: 
  
  
         
 
 
   
 
 
                   (1) 
2. Pembentukan persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi infected  
     Tingkat penularan dari proporsi sub-populasi infected  terhadap sub-populasi susceptible     dan 
tingkat penularan dari proporsi sub-populasi            terhadap sub-populasi susceptible 
    diasumsikan akan mempengaruhi peningkatan jumlah individu pada sub-populasi infected    . 
Pada suatu waktu, tingkat kematian secara alami     atau kematian yang bukan disebabkan oleh HIV
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akan terjadi pada sub-populasi infected. Ketika  terdapat  individu yang terinfeksi HIV maka dalam 
kurun waktu tertentu individu tersebut akan mengalami penyakit AIDS. Tingkat penjangkitan     dari 
sub-populasi infected kepada sub-populasi aids cases diasumsikan akan mempengaruhi penurunan 
jumlah individu pada sub-populasi infected. Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh persamaan laju 
perubahan jumlah individu pada sub-populasi infected, yaitu: 
  
  
   
 
 
   
 
 
              (2) 
3. Pembentukan persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi aids cases  
     Dalam kurun waktu tertentu HIV akan berkembang menjadi penyakit AIDS. Tingkat penjangkitan 
    dari sub-populasi infected kepada sub-populasi aids cases diasumsikan akan mempengaruhi 
peningkatan jumlah individu pada sub-populasi aids cases. Pada waktu tertentu, individu yang 
terjangkit AIDS akan mengalami kematian secara alami atau kematian yang bukan disebabkan oleh 
penyakit AIDS. Hal ini menunjukkan tingkat kematian alami     akan mempengaruhi penurunan 
jumlah individu pada sub-populasi aids cases. Sampai saat ini belum ditemukan obat untuk 
menyembuhkan penyakit AIDS, hal ini berakibat individu yang terjangkit AIDS akan mengalami 
kematian yag disebabkan oleh penyakit AIDS itu sendiri. Tingkat kematian karena AIDS     
diasumsikan akan mempengaruhi penurunan jumlah individu pada sub-populasi aids cases. 
Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh persamaan laju perubahan jumlah individu pada sub-populasi 
aids cases, yaitu: 
  
  
                                                                        (3) 
     Berdasarkan Persamaan (1), (2), dan (3) maka proses penyebaran HIV-AIDS dapat digambarkan 
dalam diagram transfer berikut ini: 
 
Gambar 1 Diagram transfer proses penyebaran HIV-AIDS 
Dari asumsi-asumsi yang telah dipaparkan pada proses pembentukan model penyebaran HIV-AIDS 
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dengan: 
               adalah laju kelahiran alami. 
  adalah tingkat penularan dari individu yang terinfeksi HIV kepada individu yang rentan. 
  adalah tingkat penularan dari individu yang terjangkit AIDS kepada individu yang rentan. 
  adalah tingkat kematian secara alami. 
  adalah tingkat penjangkitan dari individu yang terinfeksi menjadi pengidap penyakit AIDS. 
  adalah tingkat kematian karena penyakit AIDS. 
  adalah jumlah individu pada sub-populasi susceptible. 
  adalah jumlah individu pada sub-populasi infected. 
  adalah jumlah individu pada sub-populasi aids cases AIDS. 
              adalah jumlah populasi manusia.
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dimana                                ,                    , dan  
                dan      merupakan fungsi kontinu diferensiabel. 
 
ANALISIS KESTABILAN SISTEM DI SEKITAR TITIK EKUILIBRIUM 
     Titik ekuilibrium dari Sistem (4) yaitu ( ̇   ̇  ̇) diperoleh ketika 
  
  
   
  
  
     
  
  
   [5], 
sehingga diperoleh sistem persamaan sebagai berikut. 
      
 
 
   
 
 
   
      
 
 
   
 
 
      
                       
}                                              (5) 
Dari Sistem (5) diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu            (
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     Sistem (4) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear. Untuk menyelidiki kestabilan di 
sekitar titik ekuilibrium    dan   , maka Sistem (4) dilinearisasi terlebih dahulu dengan menggunakan 
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Diperoleh matriks Jacobian dari Sistem (4) adalah sebagai berikut:  
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)                               (7) 
Substitusikan nilai            (
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Selanjutnya, akan ditentukan kriteria kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium   . Diketahui rasio 
reproduksi dasar      dari Sistem (4) adalah    
           
            
.  
Teorema 1. Jika 
  
  
        dan      maka Sistem (4) di sekitar titik ekuilibrium    stabil 
asimtotik lokal. 
Bukti. 
Menggunakan ekspansi kofaktor, diketahui   mempunyai        . Selanjutnya diselidiki nilai 
eigen dari sub-matriks   : 
   (
  
  
    
  
  
     
) 
Sistem di sekitar titik ekuilibrium    akan stabil jika sub-matriks    mempunyai trace negatif 
           dan determinannya positif             [6]. Oleh karena itu, diperoleh
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Oleh karena itu, jika 
  
  
        dan 
           
            
   maka              . 
Jadi terbukti, jika 
  
  
        dan      maka sistem di sekitar titik ekuilibrium    stabil 
asimtotik lokal.   
     Selanjutnya, akan ditentukan kriteria kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium   . Untuk 
menganalisis kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium   , sederhanakan  
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Karena    
           
            
, maka diperoleh (   
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Substitusikan nilai (   
 
   
    
       
       
    
        
               
  ) ke dalam matriks Jacobian pada 
Persamaan (6). Nilai eigen     dari Sistem (4) pada titik ekuilibrium    diperoleh jika dan hanya jika 
|    |     dengan   merupakan matriks identitas [7].   
Berikut ini adalah proses untuk mendapatkan persamaan karakteristik dari Sistem (4) pada titik 
ekuilibrium     
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Berdasarkan uraian di atas diperoleh persamaan karakteristik pada titik ekuilibrium    yaitu 
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dengan         
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Teorema 2. Jika           Sistem (4) di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik lokal.  
Bukti. 
Sistem di sekitar titik ekuilibrium dikatakan stabil asimtotik lokal jika dan hanya jika semua nilai 
eigen dari matriks Jacobian mempunyai bagian real yang negatif [5]. Diketahui         Akan 
dibuktikan sistem di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik lokal. Ekuivalen akan dibuktikan 
semua nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibrium    mempunyai bagian real yang negatif. 
Ekuivalen akan dibuktikan semua akar-akar dari Persamaan Karakteristik (9) mempunyai bagian real 
yang negatif.  Ekuivalen  akan  dibuktikan  jika  determinan  dari  matriks  Hurwitz  bernilai  positif 
maka Persamaan Karakteristik (9) merupakan polinomial Hurwitz [8]. Ekuivalen akan dibuktikan  
         , dan         
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Akan dibuktikan       
Bukti. 
        
  
    
        
dimana   
         
        
 dan    
         
                
  sehingga 
        
  
    
   
         
        
 
         
                
  
Karena    
           
            
, maka   
   
                                                    
        
.  
Jadi, jika      maka       
Akan dibuktikan       
Bukti. 
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Jadi, ketika      maka       
Selanjutnya, akan dibuktikan            
Bukti.  
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Jika      maka 
   
   
             
          
 
. Dengan kata lain jika      maka 
          Dari hasil perhitungan terbukti, jika      maka                      .   
Jadi sistem di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik lokal ketika     . 
 
SIMULASI MODEL PENYEBARAN PENYAKIT HIV-AIDS 
     Simulasi model ini bertujuan untuk memberikan gambaran geometris dinamika penyebaran 
penyakit HIV-AIDS terkait hasil yang telah dianalisis. Simulasi ini menggunakan software 
matematika dan dengan memberikan nilai-nilai parameter sesuai dengan kondisi   . Untuk nilai-nilai 
parameter          ,  penulis   menggunakan  nilai-nilai  parameter  yang   ada  di  Maroko [1].  
Diketahui nilai    
           
            
 sehingga dipilih nilai   dan   yang memenehui    di titik 
ekuilibrium   . Pada  simulasi  ini  dipilih nilai         dan  nilai  73.000.000. Sehingga  nilai- 
nilai parameter yang adalah: 
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Tabel 1 Nilai Parameter untuk Simulasi Model dalam 
Kondisi Bebas Penyakit 
Parameter Nilai 
  805479 
  0,883856382 
  0,163045919 
  0,654004963 
  0,01470588 
  0,002 
Karena    
           
            
, maka jika disubstitusikan nilai-nilai parameter pada Tabel 1 diperoleh 
               . Hasil simulasi pada kondisi ini diperoleh: 
 
Gambar 2 Grafik penyebaran HIV-AIDS pada kondisi bebas penyakit 
     Pada Gambar 2(a) sub-populasi susceptible bergerak naik terus menerus. Hal ini dikarenakan dalam 
beberapa tahun tidak terdapat individu yang terinfeksi HIV ataupun terjangkit AIDS. Ketika       
maka  sub-populasi  susceptible, sub-populasi  infected, dan sub-populasi  aids cases  jumlahnya akan 
cenderung konstan. Hal ini menunjukkan titik ekuilibrium    stabil asimtotik yang berarti jumlah 
individu yang terinfeksi HIV atau yang terjangkit AIDS akan hilang/habis. Gambar 2(b) menunjukkan 
bahwa jumlah individu pada sub-populasi infected akan terus menurun dan menyebabkan peningkatan  
jumlah  individu  pada sub-populasi susceptible. Hal ini menunjukkan jumlah  individu pada sub-
populasi infected akan habis sementara jumlah kelahiran setiap tahunnya terus terjadi. Gambar 2(c) 
menunjukkan bahwa jumlah individu pada sub-populasi aids cases akan meningkat dalam kurun 
waktu yang tidak lama, namun pada akhirnya akan terus mengalami penurunan dan menyebabkan
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peningkatan jumlah individu pada sub-populasi susceptible. Hal ini terjadi karena adanya perpindahan 
individu dari sub-populasi infected kepada sub-populasi aids cases. Gambar 2(c) juga menunjukkan 
bahwa jumlah individu pada sub-populasi aids cases akan habis sementara jumlah kelahiran setiap 
tahunnya terus terjadi. Gambar 2(d) menunjukkan bahwa jumlah individu pada sub-populasi infected 
terus mengalami penurunan sedangkan jumlah individu pada sub-populasi aids cases mengalami 
peningkatan. Hal ini terjadi karena adanya perpindahan dari sub-populasi infected ke sub-populasi aids 
cases. Pada kurun waktu tertentu jumlah individu di sub-populasi infected dan sub-populasi aids cases 
akan menuju ke angka nol. Hal ini menunjukkan bahwa individu yang terinfeksi HIV atau terjangkit 
AIDS akan hilang/habis. 
     Diketahui  nilai    
           
            
 sehingga dipilih nilai   dan   yang memenehui    di titik 
ekuilibrium   . Pada simulasi ini dipilih nilai       dan nilai   73.000.000. Sehingga nilai-nilai 
parameter yang sesuai adalah: 
Tabel 2 Nilai Parameter untuk Simulasi Model dalam 
Kondisi Endemik 
Parameter Nilai 
  805479 
  0,883856382 
  0,163045919 
  0,654004963 
  0,01470588 
  0,3 
Karena    
           
            
, maka  jika disubstitusikan  nilai-nilai  parameter  pada  Tabel 2  diperoleh  
              . Hasil simulasi pada kondisi ini diperoleh 
 
Gambar 3 Grafik penyebaran HIV-AIDS pada kondisi endemik 
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     Pada Gambar 3 disajikan simulasi penyebaran HIV-AIDS pada kondisi endemik. Simulasi ini 
digunakan untuk mengetahui dinamika penyebaran HIV-AIDS. Pada Gambar 3(a) jumlah individu 
pada sub-populasi susceptible bergerak naik, hal ini dikarenakan belum terdapat individu yang 
terinfeksi HIV ataupun terjangkit AIDS. Kemudian dalam kurun waktu tertentu jumlah individu pada 
sub-populasi susceptible mengalami penurunan yang signifikan, hal ini disebabkan terdapatnya 
individu yang terinfeksi HIV ataupun terjangkit penyakit AIDS yang jumlahnya terus meningkat. 
Selanjutnya grafik pada sub-populasi susceptible meningkat yang artinya bertambahnya individu pada 
sub-populasi ini karena adanya kelahiran baru dan menurunnya jumlah individu pada sub-populasi 
infected ataupun sub-populasi aids cases. Selanjutnya, tingkat kontak antara sub-populasi susceptible 
dengan sub-populasi infected dan  antara  sub-populasi susceptible  dengan  sub-populasi  aids cases  
akan  menyebabkan penurunan jumlah individu pada sub-populasi susceptible. Ketika     maka 
jumlah individu pada sub-populasi susceptible, sub-populasi infected, dan sub-populasi aids cases 
jumlahnya akan cenderung konstan. Hal ini menunjukkan bahwa pada kondisi ini titik ekuilibrium    
stabil asimtotik. Pada Gambar 3(b), Gambar 3(c), dan Gambar 3(d) menunjukkan bahwa grafik 
tersebut menuju ke titik ekuilibrium   . Hal ini menunjukkan titik ekuilibrium    stabil asimtotik 
yang berarti HIV dan penyakit AIDS akan tetap ada. 
 
PENUTUP 
     Pemodelan matematika dan analisis kestabilan model pada penyebaran HIV-AIDS menghasilkan 
dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit      dan titik ekuilibrium endemik     . 
Dari hasil analisis juga diperoleh rasio reproduksi dasar     . Rasio reproduksi dasar ini menunjukkan 
tingkat dari individu rentan yang dapat menderita penyakit yang disebabkan oleh satu individu 
terinfeksi. Jika      maka sistem di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik lokal. Hal ini 
menunjukkan penyebaran HIV-AIDS berjalan lambat yang mengakibatkan dalam jangka waktu yang 
lama tidak ada individu yang terinfeksi HIV dan terjangkit penyakit AIDS. Jika      maka sistem 
di sekitar titik ekuilibrium    stabil asimtotik lokal. Hal ini menunjukkan penyebaran HIV-AIDS 
berjalan dengan cepat yang mengakibatkan dalam jangka waktu yang lama kondisi epidemi penyakit 
HIV-AIDS tetap ada dalam arti lain masih terdapat individu yang terinfeksi HIV dan terjangkit AIDS. 
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